Classification des cartes pointées de genre 1 et relation fonctionnelle associée  by Arques, Didier & Jacques, Isabelle
Theoretical Computer Science 117 (1993) 45-65 
Elsevier 
45 
Classification des cartes pointkes 
de genre 1 et relation fonctionnelle 
. I 
associee 
Didier Arques et Isabelle Jacques 
Laboratoire d’lnformatique de Besanpn, UniversiiP de Franche-Comtk, I6 Route de Gray, 
25030 Besanfon Cedex, France 
Abstract 
Arques, D., and I. Jacques, Classification des cartes point&es de genre 1 et relation fonctionnelle 
associee, Theoretical Computer Science 117 (1993) 45-65. 
Studies of rooted planar maps have led to two different functional relations whose unique solution is 
the generating function counting rooted planar maps. The first one, given by Tutte (1968), was 
obtained by deletion of the root edge, and was generalized to genus-l maps. The second one, given 
by Arques (1985), uses a more complex geometrical decomposition (the contraction of the whole 
outer face into one vertex) and gives a new functional relation with a composition of functions, 
whose terms contain the desired generating function for rooted planar maps. Here we propose 
a generalization to genus-l maps of this second relation, in association with a new classification of 
genus-l rooted maps. This classification is realized with the help of new geometrical decomposition 
operations of these maps, allowing the achievement of 8 natural subclasses of the rooted toroidal 
maps family. 
0. Introduction 
L’Ctude des cartes point&es de genre 0 a montrC l’existence de deux relations 
fonctionnelles diffitrentes likes A des d&compositions gComCtriques distinctes. La 
premike (cf. [lo]) est obtenue par suppression de l’arcte pointke. La seconde (cf. Cl]), 
met en jeu une d&composition gtomktrique plus complexe (contraction en un sommet 
de la face exttrieure) et donne une relation fonctionnelle avec une composition de 
fonctions dont les deux termes invoquent la strie gCnCratrice des cartes planaires. 
La connaissance de telles relations likes d des d&compositions gkomktriques, est 
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importante pour l’enumeration et pour la comprehension de la structure interne 
profondement riche des cartes. 
Pour les cartes de genre superieur ou Cgal a 1, seule est connue jusqu’a present (cf. 
[3,4]) la relation fonctionnelle du type de celle donnee par Tutte pour le genre 0. 
Nous obtenons ici une nouvelle relation fonctionnelle pour les cartes de genre 1, issue 
dune decomposition et dune classification tres fine de ces cartes point&es, relation 
geniralisant la seconde evoquee ci-dessus pour les cartes de genre 0. Cette relation est 
intiressante car like a une connaissance approfondie des differentes sous-classes de 
cartes pointees de genre 1, dont elle permet d’obtenir les premieres enumerations. Si 
cette relation ne nous a pas permis, jusqu’a present, de simplifier en liaison avec 
l’equation du type de celle donnte par Tutte (comme pour le genre 0, cf. [l]) 
l’obtention du systeme parametrique donnant l’tnumtration des cartes de genre 
1 (obtenu dans [3]), elle est cependant ntcessaire pour Etude des cartes de genre 2, 
qui necessite de disposer de plusieurs equations compltmentaires sur les cartes de 
genre 1. 
Le lien entre operation geometrique d’ouverture du sommet pointi: d’une carte 
et l’operation de composition de series generatrices est explicite a la Section 1. Dans la 
Section 2, une decomposition fine des cartes point&es de genre 1 est proposte, 
induisant la nouvelle relation fonctionnelle annoncte. 
1. Ouverture d’un sommet et composition de sCries gknkratrices 
1.1. Dkjinitions et notations 
Les definitions de carte topologique sur une surface orientable C, de genre g, de 
genre d’une carte, de brin, d’isthme, de degre d’un sommet ou dune face, de carte 
combinatoire, de cartes isomorphes ne sont pas rappel&es ici, mais peuvent etre 
trouvees dans [l, 9, lo]. 
Rappelons qu’une carte est dite pointte si un brin b* est point6 (de sommet initial s* 
appele sommet pointt). Lafuce extkrieure de la carte, est alors la face incidente a droite 
du brin pointe b*. Une carte planaire sera dite doublement point&e, si un second brin 
est point&, de sommet initial different du sommet point6 s*. 
&(a, z) (resp. D,(uI, Q,z)) est la strie generatrice des cartes (resp. doublement) 
pointtes de genre g, le degre de v (resp. les degrts de u1 et u2) donnant le degre 
du sommet point& (resp. des deux sommets point&), le degre de z donnant le 
nombre da&es. Par dualit (cf. [9]), R,(u,z) (resp. D,(uI,uz, z)) est Cgalement la 
serie genlratrice des cartes pointees (resp. doublement point&es et dont les faces 
a droite des deux brins point& sont differentes) de genre g, le degre de u donnant le 
degre de la face exterieure (resp. les degrts de u1 et u2 donnant les degrts de ces deux 
faces). 
Dans la suite, seule D,, interviendra dans les decompositions. 
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1.2. Operation d’ouverture d’un sommet 
Soit X une famille de cartes pointees (par exemple, X est la famille des cartes de 
genre 0 ou 1). On notera X, la sow-famille des cartes de X, dont le degre du sommet 
pointe t* est r (X0 etant soit vide, soit constituee de la carte reduite a un sommet si 
celle-ci appartient a X). On notera dI, . . ., d, les brins issus de t*, d partir du brin 
pointe d * = d, , dans le sens contraire du sens positif (cf. Fig. 2). 
On considere la famille 9 des cartes planaires, dont le brin pointt est un isthme et le 
sommet pointe s* est de degrt 1 (cf. Fig. 1). 
On note 9+ (resp. 9*) l’ensemble: &a 1 Yk, (res. ( p} +& 1 Yk, od { p} est la carte 
rtduite a un sommet), defini comme la reunion disjointe pour k > 1 (resp. k 3 0) des 
k-uplets de cartes de 9. 
Dtfinition 1.1 (Ouverture d’un sommet). L’operation d’ouverture du sommet pointe t* 
dune carte de X (cf. Fig. 2) consiste a creer un nouveau sommet s*, a inserer entre les 
extremites initiales de di et d, 1+1 pour l<i<k-1 (k ttant le degre de t*) et entre 
I’extremite initiale de dk et s* une suite finie eventuellement vide (reduite a un sommet) 
de cartes de 9, et a instrer entre s* et l’extrtmite initiale de dI une suite non vide 
d’elements de 3, dont le brin point6 b, de la premiere carte de 9 instree, sera le brin 
pointe (issu de s*) de cette nouvelle carte. 
On note Y, la famille des cartes obtenues par l’ouverture des sommets point& des 
cartes de X. 
Proposition 1.2. (1) Si toutes les cartes de X sont de genre g, il en est de mdme des cartes 
de Y. 
(2) Lop&ration d’ouverture du sommet point6 est associee a la bijection: 
Y-y+ x 1 x,x(9*y 
r>O 
(3a) Si X =.C&, est la famille de toutes les cartes planaires pointdes, Y est la sous- 
famille F0 des cartes planaires pointees dont le brin point6 n’est pas un isthme. 
(3b) Si X = 9$ est lafamille des cartes point&es de genre g, Y est la souszfamille 3$ des 
cartes pointees de genre g dont le brin point& nest pas un isthme et dont la front&e de la 
Carte planaire pointCe G quelconque 
(le brin point6 (en pointilk) est le premier 
brin de G, rencontrk B part3 de b*). 
Fig. 1. Carte g6ntrique de Y. 
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Nouveau sommet s* crCC. Suite non vide de cartes de 9 
ins&e entry lc pnlwPall Qnrnm*t 
2 initiale de d,. 
On ouvre t* en une face, 
qui sera face exttrieure 
de la nouvelle carte F. 
d4 
Carte C 
t 
Suite vide de cartes de 2 ins&e entre Suite non vide de cartes de3 instrCe entre 
les extrtmitk initiales de d4 et d5. les extrtmitCs initiales de d3 et d4 
On contracte la face exthieure en un sommet t*. 
Fig. 2. Opirations rkciproques d’ouverture d’un sommet et de contraction de la face exttrieure. Les boucles 
en gris6 ajouttes dans la carte F lors de I’opCration d’ouverture de t* reprksentent des cartes planaires 
quelconques, extrtmitts du brin point6 des cartes de Y ins&r&es. 
face exterieure est contractible en un point sur le tore a g trous (c’est-d-dire ne contient 
pas de sow-circuit “qui fasse le tour d’un trou du tore”). 
Dkmonstration. 
1.3. Traduction 
X(u, z) (resp. 
Gtnkralise celle don&e dans [l]. 0 
en termes de series generatrices 
Y(u,z)) est la sCrie gkntratrice des cartes pointtes de X (resp. g) 
tnumCrtes en fonction du degrtt du sommet point& (u) (resp. degri: de la face extkrieure 
(u)) et du nombre d’arctes (z). 
ThCorbme 1.3. On a l’tgalitt fonctionelle 
Y(U, z) = 
uzRdu, 4 x ( 1 1 - uzR&, z) l-uzRo(u,z)‘Z 1 
Dkmonstration. GCn&ralise celle donnke dans [3]. 0 
Corollaire 1.4. (1) La serie gtneratrice des cartes planaires dont le brin pointe n’est pas 
un isthme est: Ylx=~,. 
(2) La serie gtneratrice des cartes planaires pointees satisfait la relation fonctionnelle 
(duns laquelle R0 signije R,(u,z)): 
R,,=l+u’zR;+ YIXzRo. (2) 
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2. Classification des cartes point&es de genre 1 
La Section 3 prlsente une classification des cartes pointCes de genre 1, dont la 
traduction au niveau “relation fonctionnelle” est donntte par le thkorkme suivant. 
ThkorGme 2.1. RI est solution de l’kquation (oti R, est tcrit pour R,(u,z)): 
R1(u,z)=2u2zR,R1+u2z&,(u,u,z) 
UIZRO(UI,Z) U2Z 
~-U~ZR~(U~,Z)~-~~ZRO(U~,Z) 
1 1 
XDO 
l-ulzR,,(ul,z)’ ~-u~zR~(u~,z)‘~ )I ,+=u+, 
(3) 
3. DCcomposition des cartes pointbes de genre 1 
Les cartes pointles de genre 1 sent reprksentkes en utilisant la figuration du tore 
sous forme d’un carrC dont les c6tts opposks (en pointillts pour les distinguer des 
a&es) sont identifiks point par point. 
3.1. Le brin point& est un isthme 
3.1.1. Le brin point6 est un isthme dont la suppression ddconnecte la carte 
La suppression du brin point6 b, (facteur u2z) dkonnecte la carte C en deux cartes 
C, et C2, dont l’une est de genre 0 (facteur R,) et l’autre est de genre 1 (facteur RI) 
(d’oti le facteur 2); voir Fig. 3. 
3.1.2. Le brin point& est un isthme dont la suppression ne dtconnecte pas la carte 
Dans la carte duale de C, I’arkte d duale de l’isthme b* est une boucle. Si la 
suppression de b* ne dkconnecte pas la carte alors la boucle d ne partage pas le tore en 
deux composantes connexes, et fait le tour d’un des trous du tore. On supprime b*, on 
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coupe le tore le long de d et on recolle deux disques le long des cercles du bord de la 
surface ainsi decouple: on tree ainsi une sphere et la carte C, obtenue est planaire. 
Pour reconstruire C a partir de C1, il faut pointer bI = o(b*) et b2 = B 0 a(b*) issus des 
sommets S1 et S2 initial et final au brin b*. On a ainsi une bijection entre les cartes de 
genre 1 dont le brin pointe est un isthme dont la suppression e deconnecte pas la 
carte et les cartes planaires doublement point&es (cf. Fig. 4). 
La serie gtneratrice associee a ces cartes est done form&e de u2 z, facteur associe au 
brin b*, et de DO(uI, u2, z)~, =u2=u, serie generatrice des cartes planaires doublement 
pointees, dont les variables u1 et u2 donnant les degres des faces pointeesf, etf2 sont 
identifiees en une meme variable u de facon a donner le degre de la face f* de 
C obtenue par recollement sur le tore de fr et fi. 
3.2. Le brin point6 n’est pas un isthme 
Dtfinition 3.1 (“Polygone” fionti2re I’). C’est l’unique sous-circuit (b,, . . . , bk) de la 
suite des brins constituant la front&e orientee cT*(b*) de la face exterieure, defini par 
(1) bl=b* et (2) pour ial: bi+l est le premier brin dans (6l)*(cx(bi)) bordant a sa 
droite la face exterieure, c’est-a-dire le premier tel brin rencontre en tournant dans le 
sens negatif a partir du brin oppose a bi (cf. Fig. 5). 
L____l____l-1 
Carte C 
i____l__--1-i Carte C2 
Carte C, 
Fig. 3. Terme 1: 2u2zRoR,. 
On coupe le tore h Wavers b* et 
on obtient une carte dessinke SW la sphbre. 
Fig. 4. Terme 2: u*zD,(u, u, z). 
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Proposition 3.2 (PropriCtCs de P (Fig. 6,7)). (1) P est un circuit passant au plus unefois 
par tout brin de la fiontibre orientde de la face extbrieure. 
(2) P est constitue de brins non isthmes (i.e. incidents d’un seul cot&) de la face 
exttrieure. 
(3) P peut passer plusieurs fois par un meme sommet du bord de la face extkieure. 
Un tel sommet s est appeld sommet multiple. Son ordre de multiplicitd o(s) est le degrb 
de s dans P (nombre de brins de P issus de s). 
(3a) Si s est un sommet multiple de P, c’est-a-dire si P = (b,, . , , bi, . . , bj, . . . , bk), bi et 
bj &ant les deux premiers brins de P issus de s alors: 
l autour de S, dans le sens positif a partir de bi, les 4 brins bt, a(bi_ 1), b,, a(bj_ 1) sont 
dans cet ordre. 
0 
face extkieure 
Fig. 5. Construction du polygone P. 
-1 
Tenne 3 de 6.a Terme 4 de 6.b I’eme x de 6.f 
l’tquation (3) Equation (3) I’kquation (3) 
Terme 5 de 6.c Terme 6 de 6.d Terme 7 de 6.e 
l’equation (3) l’tquation (3) l’tquation (3) 
Fig. 6. Dam ces 6 exemples (termes 3 a 8 du second membre de (3)), correspondant aux 6 cas de la 
classification des cartes point&es de genre 1, dont le brin point& n’est pas un isthme, Pest present8 en gras et 
la face exttrieure en grisi. 
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0 C=(bi, ..., bj_ 1) est un circuit non contractible en un point sur le tore, i.e. c fait le tour 
d’un trou du tore. 
(3b) Les 3 seules situations pour P sont (selon la Fig. 7) de posskder un 
sommet multiple d’ordre de multipliciti 2 ou 3, ou 2 sommets multiples d’ordres de 
multiplicitk 2. 
(3~) Si P possgde au moins un sommet multiple, P partage le tore en deux domaines 
ouverts connexes appelh extkrieur (celui qui contient la face exthieure) et inthrieur. 
Ditmonstration. Voir [S]. 0 
Remarque. Le (3) de la Proposition 3.2 distingue le genre 1 du genre 0. Dans ce 
dernier cas, l’existence de P (cf. [l]) est prouvee a l’aide du Theo&me de K&-rig, 
P apparaissant alors comme un circuit elementaire simple (c’est-a-dire ne passant pas 
deux fois par la mime arite ou le meme sommet: en effet, dans le cas de la sphere, il n‘y 
a pas de trou: le circuit c du (3a) ne peut done pas exister). 
3.2.1. Le polygone P partage le tore en deux domaines ouverts connexes 
DCfinition 3.3 (Domaines extdrieur et intkieur). Si P partage le tore en 2 domaines 
ouverts connexes, le domaine extdrieur (resp. inthieur) est celui de ces deux domaines 
contenant (resp. ne contenant pas) la face exterieure. Les brins inclus dans le domaine 
exterieur (resp. inttrieur) et non sur le polygone P sont dits brins extkrieurs (resp. 
intkrieurs). 
Les brins exterieurs forment des composantes connexes (par suppression de P et des 
brim interieurs) dites sous-cartes exthieures incidentes aux sommets de P, pointees 
~,.. 
-I&i-M ,G;,&! 
2 sommets multiples 
Fig. 7. Le (3) de la Proposition 3.2: Seul le polygone P est reprksentk. Toute suite d’arstes de P joignant 
2 sommets multiples est remplacte par une ardte unique. Les 2 domaines, intkieur et exttrieur, sont en 
blanc et en grist. 
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par le premier brin leur appartenant rencontrl A partir de b* lors du parcours de la 
face extkieure orient&e de la carte. 
3.2.1.1. Les sow-cartes exthieures et P forment une carte planaire contractible en un 
point t sur le tore (Fig. 8) 
P n’a pas de sommet multiple. 
On applique alors A une telle carte, l’opkration de contraction du domaine exth-ieur 
de P. 
On dkduit de la Section 1, que la skrie ghtratrice de ces cartes pointkes de genre 
1 est: YIXzR,. 
3.2.1.2. Les sous-cartes exttkieures et P forment une carte planaire non contractible en 
un point t sur le tore 
_ L’une de ces sous-cartes exhieures C, est de genre 1. Voir Fig. 9. 
Proposition 3.4. Si l’une des sous-cartes exthieures C1 est de genre 1, alors: 
(1) P n’a pas de sommet multiple. 
(2) La sous-carte de genre 1 est unique, a au plus un sommet commun avec P. Toutes 
les autres sous-cartes exttkieures sont de genre 0 et contractibles en un point sur le tore. 
Domaine ExtCrieur OpCration d’ouverture du sommet point6 t 
aDomaine Int6.ieur d’une carte pointee de genre 1 quelconque 
Fig. 8. Terme 3: *+-+J). 
1 - uzR, 
Carte C Carte C, Carte planaire 
Carte pointCe 
(avec b* non isthme) 
de genre 1 
dont on a supprimt 
I’une des sous-cartes 
extCrieures 
Fig. 9. Terme 4: RI $$ 
[ 1 0 X=R, 
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Demonstration (cf. Arques and Jacques [S]). On dkcompose bijectivement la carte 
C en les carte C1 de genre 1 et D de genre 0 (carte gttntrique de la famille des cartes 
pointttes de genre 0 dont le brin point& n’est pas un isthme et dont on a choisi une des 
cartes de genre 0 extkrieures pour la remplacer par C,). Ce choix d’une carte de genre 
0 se traduit par la dkrivation de Y par rapport i R,, le remplacement par C, se 
traduisant par la multiplication par RI. D’od la strie gtdratrice des cartes C: 
RI KW~Rollx=~,. 0 
- Aucune des sow-cartes exttrieures n’est de genre 1: Pour que la carte globale C soit 
de genre 1, il est ntcessaire que certaines (au nombre de k) des sous-cartes extkrieures 
dkfinies Dtfinition 3.3 aient plus d’un sommet en commun avec P de faGon “A faire le 
tour des trous du tore”, ou que P ait des sommets multiples. Pour mettre en tvidence 
les diffirents cas possibles, on d&nit une carte C’, non pointire, simplifike de C, et 
caractkrisant la classe de C. 
Dirfinition 3.5 (C’, carte simpli$G de C). 
(a) Construction 
(1) Supprimons les brins inttrieurs, les sous-cartes extkrieures ayant un seul 
sommet commun avec P et contractibles en un point et les brins non incidents & la face 
extkrieure des sous-cartes extkieures restantes (cf. Fig. lOa, b). On obtient ainsi une 
nouvelle carte C1 incluse dans la front&e extkrieure de C. 
(2) La front&e extkrieure de C1, est constitule successivement de sous-suites non 
vides: (1) de brins de P commenqant et finissant en un sommet multiple ou commun 
avec une sous-carte exttrieure; (2) de brins extkieurs (d’une sous-carte extkrieure 
Carte C 1O.a Carte C, 1O.b 
Fig. 10. 
Classijcation des cartes pointbes de genre 1 et relation fonctionnelle assock% 55 
ayant plus d’un sommet commun avec P) joignant deux sommets de P (Cventuelle- 
ment confondus). 
On remplace une telle sous-suite par une a&e unique, topologiquement proche, 
plongee a sa droite dans la face exterieure, joignant les 2 sommets de P, extrtmites de 
la sous-suite (cf. Fig. 10~). 
(b) Propridtb de la carte C’ ainsi obtenue 
Les sommets de C’ sont les sommets multiples de P (au nombre de sm) ou les 
sommets non multiples de P, communs a P et a une sous-carte exterieure (au 
nombre de SC). 
Les arites de C’ sont: (1) soit des aretes issues des sous-suites de P (au nombre de ap, 
et constituant un polygone P*); (2) soit des a&es joignant deux des sommets de P* 
(Cventuellement confondus, et font alors le tour d’un trou du tore), naturellement 
regroup&es en k paquets (un par sous-carte exterieure) de a, (ai 3 2 pour 1~ id k) 
aretes, toutes incidentes h la face exthieure d’un seul c6tb (e.g. une sous-carte 
exterieure de C formee d’une a&e isthme dans la face exterieure est remplacte de 
part et d’autre par 2 a&es ayant les mimes extremites que l’arete de depart dans le 
passage de C1 a C’). 
(c) In6quations caracthisant les cartes C’ 
Ces inequations nous permettront de classer les cartes C’ en fonction de ap, sm, SC, 
k, ai (1 bibk). 
Soit Y= (sr , . . . . s,,} l’ensemble des sommets multiples de P. Tout sommet 
si (1s i < sm), a un ordre de multiplicitd O(si) 3 2. D’oti: 
2 smd C O(Si). (4) 
s+.y 
La carte C’ est dessinte sur le tore, mais n’est pas necessairement de genre 
1 (Chacune des k sous-cartes exterieures, non contractible en un point, est 
remplacee par une face sur le tore limit&e par ai aretes. Mais ces faces ne sont pas 
necessairement simplement connexes (cf. Fig. 1 la): il manque eventuellement des 
aretes pour rendre ces faces simplement connexes et pour rendre la carte de genre 
1). L’tgaliti resultant de la formule du genre (#a&es = # sommets + #faces) est 
done remplade par l’intgalite: 
C aj+apdsm+sc+(k+l +l). 
lGj<k 
(5) 
- CtGj,‘k aj: nombre d’aretes construites a partir des k sous-cartes exterieures non 
contractibles en 1 point; 
- (k + 1 + 1) correspondant au nombre de faces oit l’interieur de chacun des k paquets 
de ai aretes donne une face remplacant (topologiquement) la sous-carte exterieure 
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Carte E, 
Fig. 11 
associte, et les deux “1” correspondent A la face exttrieure de la carte de dtpart et au 
domaine interieur; 
- sm+sc ktant le nombre de sommets de C’. 
Par ailleurs, Yin&galitC. Uj>,2 pout tout j entraine: 
C aj>2k. (6) 
On a 1’Cgalitt lvidente sur le polygone P: 
Up=SC+ C O(Si). 
$69 
(7) 
Si sm = 1 (un seul sommet multiple s), on dtduit de (7): 
a,=sc+o(s). 
De 1’inCgaliti: (4) et de l’tgaliti: (7) on dtduit l’intgalitt: 
(8) 
a,>,sc+2 sm. (9) 
De tout sommet multiple sont issus au moins 4 brins de P* et d’un sommet 
commun sont issus exactement 2 brins de P* et 2 brins non sur P* obtenus par 
l’opbration du (a2) pour la sow-carte extheure incidente en ce sommet, done: de 
tout sommet de C’ sont issus au moins 4 brins, et l’on a: 
2sm+2scd C Uj+Up. (10) 
l$j<k 
Si sm =O, (10) est une Cgaliti: (l’inkgalitt est due aux sommets multiples): 
2SC= C Uj+ap. (11) 
lSj<k 
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On dkduit de (5), (6) et (9): 2k + 2 sm + SC d sm + SC + k + 2, soit: 
k<2-sm. 
On dtduit de (5), (9) et (6): 
2k,< 1 ajdk+2-sm. 
l<j<k 
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(12) 
(13) 
On dkduit de (5) et (10) que: sm+sc< k+2, soit: 
sc,<k+2-sm. (14) 
D’aprZs (5), (6) et (14) on dCduit que: a,64 
Par ailleurs, il y a au moins un sommet multiple, ou s’il n’y a pas de sommet 
multiple, au moins deux sommets communs, sinon nous n’aurions pas de carte de 
genre 1, done: ap 3 2. 
Soit: 2<ap<4. 
(d) Classi$cation 
ap=2: 
(9) => sc+2sm<2 * O<sm,<l. 
sm=O: 
(7) = ap=sc = sc=2 S- k>l 
(12) = k<2 
done 1 dk<2. 
k= 1: 
(11) * 2 sc=al+ap =S a,=2 (cf. Fig. lla). 
k=2: 
(13) =z. al +a2 =4 et (11) - a, +a2 =2 (contradiction). 
sm=l: 
(9) * sc=o, d’od: (8) S- ap= o(s) => o(s)=2, 
(12) * kdl. 
k=O: 
Impossible (pour que C soit de genre 1, la seule situation possible pour 
P* avec un seul sommet multiple et k= 0 est celle avec ap = 3 (cf. 
Proposition 3.2)). 
k=l: 
(13) =S 2<al<2 =S al=2 (cf. Fig. llb) (cas limite de la Fig. lla). 
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ap=3: 
(9) d- sc+2smf3 * Ofsmdl. 
sm=O: 
(7) - ap=sc * sc=3 * k>,l 
done 1 Qk62. 
(12) =z. k62. I 
k= 1: 
(11) S. 2sc=al+ap =t- al=3 (cf. Fig. 12a). 
k=2: 
(13) * al+a,=4 et (11) 3 a, +a2 = 3 (contradiction). 
sm=l: 
(9) * sc<l, 
(12) =z- k<l. 
sc=o: 
(8) =s. a,=o(s) Z- o(s)= 3 (cf. Fig. 12b) (cas limite Fig. 12a). 
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Fig. 12. 
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SC= 1: =S kg1 et (8) =z- up=1 +0(s) => o(s)=2. 
k=l: 
(13) * 26~162 * aI=2 (cf. Fig. 12~) (cas limite Fig. 12a). 
ap=4: 
(9) * sc+2smQ4 * O,<sm<2. 
sm=O: 
(7) * ap=sc = sc=4 + k>l 
(12) =S k62 
done 1 dk<2. 
k= 1: 
(13) + 2<a, ,<3 et (11) = a, =4 (contradiction). 
k=2: 
(13) =S aI +a,=4 et (6) 3 al=az=2 (cf. Fig. 13a). 
sm=l: 
(9) * sc<2 et (12) + k,<l. 
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Fig. 13. 
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x=0: 
(8) =+ a,=o(s) - o(s)=4, impossible (car o(s)< 3, cf. Proposition 3.2). 
sc=l: * k31 et (3’) * o(s)=3. 
k= 1: 
(13) => a,=2, 
(5) * al +apf 1 + 1 + 3 * 6~5, impossible. 
sc=2: 3 k>,l et (8) =. o(s)=2. 
k=l: 
(13) => a, = 2 (cf. Fig. 13b) (cas limite de la Fig. 13a). 
sm=2: 
(9) 3 SC =0 et (12) =j k =0 (cf. Fig. 13~) (cas limite de la Fig. 13a). 
(e) Termes de l’gquation (3) associk 
Trois cas sont apparus dans la classification du paragraphe (d) respectivement 
associes a un polygone P* de ap = 2, 3 et 4 a&es. Ces trois cas sont respectivement 
associes aux termes 5,6 et 7 de l’lquation (3). Dans chacun de ces cas, on a prouve que 
la carte d’origine C se decompose en une (resp. deux) sous-carte(s) exttrieure(s) 
El (resp. E, et E2), et en la carte D (pointee par le mime brin que C*) constituee par le 
polygone P (dont les sommets multiples ont Cte deconnectts), les brins interieurs et les 
sous-cartes exterieures contractibles en un point, autres que E, (resp. El et E,). 
Pour determiner le terme de l’tquation qui represente la serie generatrice de ces 
cartes, il faut: 
(1) Determiner la serie generatrice des cartes D dont le polygone P* est associe 
a i = 2,3 ou 4 a&es. D est construite a partir d’une carte planaire dont le brin point& 
n’est pas un isthme (de serie Y 1 x = RO, Corollaire 1.4, Section 1.3), en pointant le dernier 
brin bj de chacune des sous-suites de brins de P ayant donne lieu aux ap = i aretes de 
P* et en supprimant la sous-carte exterieure incidente a l’extremite finale de 
bj (1 <j < i). Ces i pointages dune carte planaire dont le brin pointe n’est pas un 
isthme se traduisent par la derivation d’ordre i (l/i! exprime que ce choix est sans 
ordre, l’ordre bl, . . . . bi etant impose par la rencontre de ces brins lors du parcours 
a partir de b* de la frontier-e exterieure de C): [a’ Y/aRblx=~,/i! 
(2) Determiner la strie generatrice des sous-cartes exterieures El (resp. El et E2) 
pour up = 2,3 et 4. 
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0 ap=2: terme 5 
Pour reconstruire C A partir de E, et D, il faut doublement pointer la carte planaire 
El (cf. Fig. 11: cette carte est rendue planaire par l’optration d&rite Fig. 4) dont 2 faces 
diffkrentes sont point&es par les deux premiers brins c1 et c2 rencontrks aprls bI et 
bz dans le parcours de la face extkrieure de C. 
La sCrie gkdratrice de ces cartes est Do(u,, u2, z),~ =u2 =u et le terme associt: A up = 2 
est done 
Do(wA,=,,,-u; g . .[ 1 0 X=R, 
0 ap = 3: terme 6 
La sous-carte exth-ieure E, est ici incidente aux sommets communs ou multiples de 
D, extrkmitks des ap = 3 brins point& bl , b2 et b3. Pour pouvoir reconstruire C & partir 
de El et D, il faut pointer dans El le premier brin ci que l’on rencontre en parcourant 
la face extkieure de C A partir de bi (1 d i < 3) sauf si l’on rencontre le brin point& b * de 
P, c’est-A-dire si l’on a fini tout le parcours de la face extkrieure. De cette faGon, on 
pointe au maximum trois brins sur E, . Dans le cas od deux brins point&s sur El sont 
confondus ou ont m&me sommet initial, cela implique que les deux sommets de 
P initiaux A ces brins sont confondus. Si El n’a que deux brins point&s c1 et c2, cela 
signifie que le sommet final du troisiime brin point& b3 de P est confondu avec le 
sommet final du second brin point6 b 2. Ces deux cas correspondent A un sommet 
multiple de P (cf. Fig. 12b, c). 
La skrie gtnkratrice des cartes El dont trois brins de la face extkrieure au maximum 
sont point& sans ordre est: Ro+2u.aR,/au+u2.(a2RO/au2)/2! 
Le terme R, correspond au cas oti la carte El est rtduite i un sommet (aucun brin 
n’est point&: constante 1 dans R,) ou au cas 03 un seul brin est point&. Le premier des 
deux termes d&iv& d’ordre un correspond au cas oti deux brins sont point&s. Le 
deuxikme terme dkrivi: d’ordre un correspond au cas od trois brins sont point&s, les 
brins point&s b2 et b3 &ant confondus. Le dernier terme correspond au cas oti trois 
brins sont point&s, les brins point& bz et b3 ttant distincts. 
On obtient done la slrie girkratrice finale constituant le terme 6 de l’bquation (3): 
0 ap=4: terme 7 
La carte C est dkomposke en trois cartes El, E, et D, El (resp. E,) Ctant planaire et 
incidente en les extrkmitts finales des brins bl et b3 (resp. b2 et b4) de D. Pour pouvoir 
reconstruire C, il faut pointer les premiers brins c1 et cj de El (resp. c2 et cq de E,) que 
l’on rencontre aprZs b, et b3 (resp. b2 et b4) en parcourant la face exttrieure de C, sauf 
si l’on rencontre le brin point6 b* de P. De cette faGon, on pointe au maximum deux 
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brins sur El (resp. E2). Dans le cas ou les deux brins point& sur Et sont confondus ou 
ont meme sommet initial, cela implique que les deux sommets de P initiaux aux brins 
associts sont confondus. Si Ei n’a qu’un brin point&, cela signifie Cgalement que 
les deux sommets associes de P sont confondus: ce sont les cas particuliers 
(cf. Fig. 13b, c). 
La slrie gentratrice des cartes Ei dont deux brins de la face exterieure au maximum 
sont point&s sans ordre est: RO + u. aR,/au. 
Le terme RO correspond au cas ou la carte Ei est reduite a un sommet (aucun brin 
n’est point& constante 1 dans R,) ou au cas ou un seul brin est pointi. Le terme derive 
d’ordre un correspond au cas oh deux brins sont point&. 
On obtient la strie generatrice finale constituant le terme 7 de (3), le carre corres- 
pondant au choix independant de El et E,: 
3.2.2. Le polygone P ne partage pas le tore en 2 domaines ouverts connexes: “II fait le 
tour de l’un des trous du tore” terme 8 
Si l’on supprime le polygone P de la carte C, l’ensemble des brins incidents a la face 
exterieure se partage en un certain nombre de cartes associees aux composantes 
connexes. Toutes ces cartes ne sont pas contractibles en un point sur le tore: en effet, si 
c’etait le cas, la face exterieure ne serait simplement connexe, que si le polygone P avait 
un sommet multiple d’ordre 3 (Fig. 7b) ou 2 sommets multiples d’ordre 2 (Fig. 7c) et 
done delimiterait (cf. Proposition 3.2 (3(c)) 2 domaines: contradiction. 
11 existe done une carte D formee de brins non sur P et non contractible en un point 
sur le tore (Fig. 15). 
Cette carte D n’a qu’un sommet commun (s sur la Fig. 15) avec P. 
En effet, si D en avait un autre, ce second contact ne pourrait se situer ni sur 
la droite de P dans son sens de parcours, car les brins situ&s entre ces deux sommets 
sur P ne seraient plus exttrieurs (cf. Fig. 14a), ni sur sa gauche, par definition 
de P: un contact sur la gauche de P (cf. Fig. 14b) conduit a un autre polygone 
P que l’on reconnait facilement associe a la Fig. 7c (deux sommets multiples 
d’ordre 2). 
P faisant le tour d’un trou du tore, D fait necessairement le tour du mime trou 
(evident). Par suite, D est necessairement unique: en effet, D et P delimitent un ouvert 
du tore contenant la face exterieure simplement connexe, toute autre carte issue de la 
suppression de P (cartes Ci, Fig. 15) est incluse dans ce domaine simplement connexe 
et est done contractible en un point. 
D&composition de C. 
Si l’on d&ache la carte D au point s selon la Fig. 15b, on obtient en coupant le tore 
et en collant deux disques sur les ouvertures ainsi partiqutes, une carte planaire 
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14.a 
Fig. 14 
CarteC: 
P non contractible en 
un point sur le tore. n. 
14.b 
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f1 =:” b* 
Cl 
b3 
f2 
5 e b4 b I K3 b2 e-p Cd 
Carte planaire associCe 
Kc 
Fig. 15. P fait le tour d’un trou du tore (les parties non griskes reprksentent des cartes quelconques sur 
le tore). 
(cf. Fig. 15~) point&e de la facon suivante: 
(1) b*, brin pointe de C, 
(2) b4, brin de P dont l’extrtmite finale s n’est incidente a aucune carte plongte dans 
la face exterieure (selon la Fig. l), 
(3) la front&e de la carte D est, a present (apt-es l’ajout d’un disque), front&e d’une 
facefi et est du type prtsente Fig. 2. On definit b2 et b3 sur K2 pour garder la trace du 
raccrochement en s. 
On a done une bijection entre les cartes C dont le polygone fait le tour d’un trou du 
tore et les cartes planaires dont deux faces n’ayant pas de sommet commun sont 
pointees, ayant de plus une sous-carte exterieure manquante sur la premiere face et un 
brin point6 sur la sous-carte exttrieure incidente a l’extremitt finale du brin pointe de 
la seconde face. 
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Les cartes planaires ayant deux faces pointees differentes, sans sommet commun, 
sont obtenues en reouvrant les deux sommets point&s dune carte planaire doublement 
pointte et ont done pour serie gentratrice (ui et u2 dtcomptant les degres respectifs de 
.fi etf2): 
~,&(~I,4 ~2&&42,-4 D 1 1 
l-uizRo(u,,z) l-u,zR()(uz,z) O ( l-ulzRo(u,,z)‘1-U*zRo(U2,Z)‘Z 1 . 
l Choisir le brin b3 sur la carte gintrique (Fig. 1) associee a bz revient a appliquer 
l’operateur n2d(.)/i3u2 au numerateur de la seconde fraction de cette serie: 
%zRo(n1,z) ~2C~(~2Z~O(UZ,Z))I~~Zl 
1 -u1zRoh,z) l-u,zRob2,4 
1 1 
XDO 
1-ulzRo(u,,z)’ l-u2zRo(u2,z)‘Z ’ 
l Choisir et supprimer une des sous-cartes exterieures de fi revient a deriver par 
rapport a Ro(ul ,z): 
1 1 
XDO 
1-ulzRo(ul,z)’ 1-~2zR,,(uz,z)‘~ )I u,=,& 
L’identification de u1 et u2 en une meme variable u exprime que dans le retour 
inverse de la carte planaire (cf. Fig. 15~) a la carte C (cf. Fig. 15a), les brins des 2 faces 
fi et f2 se regroupent en la face exttrieure de la carte C. 
Le terme 8 presentit equation (3) est different et d’expression plus simple que celui 
obtenu ci-dessus. 11 est issu d’une decomposition ltgerement differente: un calcul 
formel relativement simple montre que ces deux formules sont tquivalentes. 
4. Conclusion 
L’obtention de l’tquation (3) du Theoreme 2.1, a mis en evidence 8 classes 
particulieres de cartes point&es de genre 1. A l’aide du logiciel de calcul formel 
MAPLE, nous avons determine le nombre de cartes de chacune de ces 8 classes en 
fonction du degre de la face exterieure (degre de U) et du nombre d’aretes de la carte 
(degrl de z, major& par 10); cf. [S]. On peut constater que pour chaque valeur du 
nombre d’aretes, le nombre total de cartes de genre 1 est celui donne par Walsh et 
Lehman (cf. [ 111). Citons enfin d’autres travaux sur ce sujet: ceux de Bender et al (cf. 
[6,7]) permettent par des calculs analytiques d’ttudier l’enumeration des cartes non 
planaires et ceux de Brown (cf. [S]) qui ltudient les cartes sur le plan projectif. 
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